
1 分散の推定

n 個の実数値からなる標本 s = Rx1;x2;ß;xnj に対して，その分散を求めます。また，これらがN個の
実数値からなる母集団 S= RX1;X2;ß;XNj から抽出されたものであるとき，母集団の分散を推定します。
1.1 定義
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1.2 vp;Vp を a;b;A;Bで表す
vp の方だけ示します。Vp も全く同じです。

vp =
1
n

n
P

i=1
(xi¡x)

2

=
1
n

n
P

i=1
Rxi2¡ 2xix+(x)2j

=
1
n

n
P

i=1
xi2¡ 2 ¢

1
n

n
P

i=1
xix+

1
n

n
P

i=1
(x)2

= x2¡ 2(x)2+(x)2

= x2¡ (x)2 (←これは有名)

=
b
n ¡ # an ;2

=
b
n ¡

a2

n2

結論

標本について，vp =
b
n ¡

a2

n2
母集団について，Vp =

B
N ¡

A2

N2



1.3 標本分散の期待値 (抽出を組合せで考える場合)
母集団 Sから相異なる要素を選んで標本 sとする場合，標本の分散の期待値を求めます。 S =N， s = n

より，標本の取り出し方は全部で NCn 通りあります。
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N 個中 n 個を選ぶとき，特定の 1 個が含まれる組合せが N¡1Cn¡1 通り，特定の 2 個が含まれる組合せが

N¡2Cn¡2通りであることを考えると，
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詳しいことは説明しにくいので省きます。これを代入して計算を進めると，
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標本の不偏分散の期待値は，母集団の不偏母分散であることが分かりました。

結論

抽出を組合せで考える場合，E(vs) = Vs



1.4 標本分散の期待値 (抽出を重複順列で考える場合)
今度は母集団 Sから標本 sを抽出するとき，要素を重複して選ぶことを許すことにします。重複順列で考え

ると，標本の取り出し方は全部でNn 通りあります。
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ここで，
P

b= nNn¡1B，
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a2 = n(n¡1)Nn¡2A2+nNn¡1Bが成り立ちます。これも詳しい説明は省きま

す。面積図などを利用して確かめて下さい。これを代入して計算を進めると，
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標本の不偏分散の期待値は，母集団の標準母分散であることが分かりました。

結論

抽出を重複順列で考える場合，E(vs) = Vp



1.5 標本分散の期待値 (抽出を重複組合せで考える場合)
今度は標本の取り出し方を重複組合せで考えます。標本の取り出し方は全部で NHn 通りあります。
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今回も説明は省きますが，
P

b= N+1Hn¡1B，
P

a2 = N+2Hn¡2A2+N+2Hn¡1Bが成り立ちます。これを代

入して計算を進めると，
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標本の不偏分散の期待値は，母集団の低減母分散であることが分かりました。

結論

抽出を重複組合せで考える場合，E(vs) = Vh



2 要素間の差を使う

分散を計算するとき，各要素の平均からの偏差ではなく，2つずつの要素の差を使うことにします。2つの

要素をとり出すとき，相異なる要素をとるか，同じ要素を重複してとることを許すかによって，2通りの分散

を考えます。相異なる要素をとる場合を組合せ分散，重複を許す場合を重複順列分散および重複組合せ分散と
呼ぶことにします。

2.1 組合せ分散
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ds を a;bで表し，他の分散との関係を考えます。
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結論

組合せ分散 ds は不偏分散 vs と相似であり，ds = 2vs



2.2 重複順列分散

重複順列分散 dp =
1
n2

n
P

i=1

n
P

j=1
!xi¡xj92

dp を a;bで表し，他の分散との関係を考えます。
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重複順列分散 dp は標準分散 vp と相似であり，dp = 2vp



2.3 重複組合せ分散
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dh を a;bで表し，他の分散との関係を考えます。
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重複組合せ分散 dh は低減分散 vh と相似であり，dh = 2vh



3 2次元への拡張

n 個の点 (x1;y1);(x2;y2);(x3;y3);ß;(xn;yn)に対し，これらの分散を考えます。
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同様に，ds = 2vs，dp = 2vp，dh = 2vh が成り立ちます。


